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Introducao

O teorema de equidistribuicao foi demonstrado pelo matematico alemao Hermann
Klaus Hugo Weyl que nasceu na cidade de Elmshorn em 9 de novembro de 1885 e faleceu
em Zurique no dia 8 de dezembro de 1955. Ele provou que sendo v um ntiimero irracional,
entao a sequéncia (), (2y), (37), ... das partes fraciondrias é equidistribuida em [0, 1).
Isto quer dizer que lim #ilsns N:y) € (ab)} =b—a, onde (a,b) C [0,1). Em

N—oo N
outras palavras, para N suficientemente grande a proporgao de termos de (ny) € (a,b)

com n < N ¢ igual ao comprimento do intervalo (a, b).

No presente trabalho, estudaremos topicos de andalise harmonica, mais especifica-
mente as séries de Fourier e alguns fatos provenientes dessa teoria. E nosso principal
objetivo é demonstrar o Teorema de Equidistribuicao de Weyl. A seguir descreveremos
sucintamente cada capitulo dessa monografia.

O capitulo 1 é uma motivacao para nosso estudo, pois trata-se do problema da corda
vibrante, em que obteremos a equacao da onda e sua solugao, assim é possivel perceber
a importancia das séries de Fourier.

No capitulo 2 definiremos as séries de Fourier e discutiremos alguns de seus principais
resultados. Destacaremos os conceitos de convolucao, nticleos bons e médias de Cesaro,
que sao ideias fundamentais para desenvolvimento do capitulo seguinte.

Assim, o capitulo 3 aborda o importante teorema de Fejér que tera como consequéncia
o seguinte fato: Uma fungao continua f : [—7, 7] — R pode ser uniformemente apro-
ximada por polinomios trigonométricos. Esse fato é essencial para a demonstracao do
principal teorema deste trabalho.

Por fim, o Teorema de Equidistribuicao de Weyl é demonstrado no ultimo capitulo.



Capitulo

Origem das Séries de Fourier

1.1 Introducao

Jean Baptiste Joseph Fourier foi um matematico e fisico, nasceu na Franca, na
cidade de Auxerre em 21 de marco de 1768 e faleceu em 16 de maio de 1830 em Pa-
ris. Foi o precursor no estudo sobre a representacao de funcoes peridédicas em séries
trigonométricas convergentes, chamadas em sua homenagem de séries de Fourier.

O desenvolvimento das séries de Fourier iniciou-se com o problema da corda vibrante
e a investigacao da conducao do calor numa barra. As leis que regem esses fenomenos
fisicos distintos foram expressas por duas equacoes diferenciais parciais: a equacao da
onda e a equacao do calor, e essas foram resolvidas em termos de séries de Fourier.

Neste capitulo estudaremos o problema da corda vibrante, onde obteremos a equacao
da onda que é uma equacao diferencial que descreve o movimento da corda. Assim,
constitui-se uma motivacao adequada para este trabalho, visto que para solucionar a
equagao usaremos conhecimentos de Célculo Diferencial e Integral e Equagoes Diferen-
ciais, e concluiremos que sao insuficientes e para obtermos uma resolucao completa do

problema precisaremos das séries de Fourier.

1.2 Problema da corda vibrante

O problema consiste no estudo do movimento de uma corda fixada nos seus pontos
de extremidade, permitida vibrar livremente. Por exemplo: as cordas de um instru-
mento musical. Utilizaremos o movimento harmoénico simples como uma ferramenta

para estudar o problema da corda vibrante.
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1.2.1 Oscilador harmonico simples

O movimento harmoénico simples (MHS) descreve o comportamento do mais basico
sistema oscilatério (chamado oscilador harménico simples), e é portanto um exemplo
natural para iniciar o estudo das vibragoes.

Consideremos um corpo de massa m ligada a uma mola horizontal, que por sua
vez estd ligada a uma parede fixa. Assumamos que o sistema encontra-se sobre uma

superficie sem atrito.

>< x :ﬁ’w\ M

Fd |I Y | \ |
/ It

| II [\ ||' III ||I |I |I
m m I ‘

‘\J\/ Lu i ﬁx !\ ﬁ\v'

Figura 1.1: Oscilador harmoénico simples

Escolhemos um eixo cuja a origem coincide com o centro de massa quando se encontra
em repouso (isto é, a mola ndo é nem esticada, nem comprimida) como mostra a figura
1.1. Quando a massa é deslocada a partir da sua posicao inicial de equilibrio e depois
libertada, ela descrevera um movimento harmonico simples. Este movimento pode ser
descrito matematicamente se encontrarmos a equacao diferencial cuja solucao determina
a posicao da massa (do corpo) em um dado instante.

Seja y(t) o deslocamento da massa no tempo t. Assumamos que a mola seja ideal,
isto é, satisfaz a Lei de Hooke: a forca deformadora F exercida pela mola sobre a massa
é dada por:

F = —ky(t)

onde k > 0 é chamada constante da mola.

Aplicando a Lei de Newton (For¢a = massa x aceleragao), obtemos

—ky(t) = my"(t)
onde a notagao y”(t) denota a segunda derivada de y em relacao a t (ou seja, a aceleragao

do corpo).

Segue entao,
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my (1) + hy(t) =0 45 3/(1) + (1) =0 &

s y'(t) +yt) =0, (1.2.1)

| k
com ¢ = 4/ —.
m

Sendo y;(t) = cos (ct) e ya(t) = sen (ct) solugoes da equagao acima.
A solugao geral da equacao diferencial (1.2.1) é dada pela combinagao linear de y; (t)

e yo(t), isto é:

y(t) = acos (ct) + bsen (ct)

com a, b € R.

A demonstracao da proposicao seguinte confirma essa afirmacao.

Proposigao 1.1 Seja f : R — R e f € C?, isto é, f"(t) ewiste para todo t € R e
/"R = R € continua. Se f € uma solugdo da equagao (1.2.1), entao existem a,b € R
tais que f(t) = a cos (ct) + bsen (ct).

Demonstracao. Dada f € C? que é solucao da equacao. Sejam

o) = (1) cos (ct) — (1) sen (ct)

h(t) = f(t)sen (ct) + %f’(t) cos (ct)
sendo ambas derivédveis. Derivando ¢(t) e h(t), temos que
g () = f'(t)cos (ct) — cf(t)sen (ct) — %f”(t) sen (ct) — gf’(t) cos (ct) =

= —lsen (ct) (S f(t)+ f'(t)) = 0

C

isso implica que ¢(t) = a, com a € R. E temos também que,

B'(t) = f'(t)sen (ct) + cf(t)cos (ct) + %f”(t) cos (ct) — gf’(t) sen (ct) =
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_ %cos (ct) (2F() + f'(t) = 0

isso implica que h(t) = b, com b € R.
Segue que, .
f(t)cos (ct) — =f'(t)sen (ct) =a (1.2.2)
c

f(t)sen (ct) + %f’(t) cos (ct) =b (1.2.3)

Multiplicando (1.2.2) por cos(ct) e (1.2.3) por sen (ct), obtemos

f(t)cos ?(ct) — %f’(t) sen (ct)cos (ct) = acos (ct) (1.2.4)

f(t)sen *(ct) + %f’(t) sen (ct)cos (ct) = bsen (ct) (1.2.5)

Somando (1.2.4) e (1.2.5), temos

f(#)(sen ?(ct) + cos *(ct)) = acos (ct) + bsen (ct)

De fato, concluimos que solucgao geral de f”(t) + c2f(t) =0 é

f(t) = acos (ct) + bsen (ct)

e isso termina a demonstracao. O]

Proposicao 1.2 Se a,b € R entao pode-se escrever a cos (ct) +bsen (ct) = A cos (ct —

). Onde A =+/a?+ b e ¢ € escolhido tal que cos p = b .

e Sen Y = ——=

a? 4+ b2

Demonstracgao. De fato,

acos (ct) + bsen (ct) = ( cos (ct) + sen (ct)) a? + b2

a b

Fazendo A = +v/a? + b?, e escolhendo ¢ tal que cos ¢ = e sen ¢ =

a
VB

, obtemos

b
Vo b

acos (ct) +bsen (ct) = (cos (p)cos (ct) + sen (p)sen (ct)) A= Acos (ct — ).



1.3 Equacgao da onda 13

O

Na representacao acima, temos como interpretacao fisica que A = va? + b? é cha-
. : ) N , 2m )
mado de amplitude do movimento, ¢ é a frequéncia natural, ¢ é a fase e — ¢é o periodo
c

do movimento. O gréfico da fungdo A cos (ct — @) é ilustrado abaixo, observe:

(N e
'/\\.I N\ /N

Figura 1.2: Gréfico de Acos (¢t — o)

Essa é a descricao matematica mais elementar de um sistema ondulatério, chamado
movimento harmonco simples e envolve as mais bésicas fungoes trigonométricas que sao
seno e cosseno. E é importante recordar a relagao entre essas funcoes dada pela Formula

de Euler', e* = cos x + isen x.

1.3 Equacao da onda

Agora, voltemos nossa atencao para o problema de descrever o movimento de uma
corda vibrante. Portanto, obteremos a equacao da onda, que é a equacao diferencial que

determina o movimento da corda.

1.3.1 Obtendo a equacao da onda

Imagine uma corda colocada no plano cartesiano, e estendida ao longo do eixo x, entre
x=0ex=1[. Como mostra a figura 1.3.
Supondo que ela seja colocada para vibrar, seu deslocamento u(z,t) é entdo uma

funcao de x e t. O objetivo é obter uma equacao diferencial que modela esse problema.

'Nome dado em homenagem ao matematico suico Leonhard Paul Euler (1707-1783)
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Figura 1.3: Corda estendida ao longo do eixo x

Consideremos a corda como sendo subdividida em um grande nimero N de massas
(que pensaremos como particulas individuais) distribuidas uniformemente ao longo do
. , - , . n .
eixo x, tal que a n-ésima particula tem abscissa z, = N Assim, teremos a corda
vibrando como um sistema de N particulas, cada uma vibrando somente na diregao
vertical, e tendo sua oscilacao ligada a particula vizinha pela tensao da corda. Como

mostra a figura a seguir:

\\‘H Un Yn+1 ")
h“\\yn -1 R _._-"'

»..,'_____———_

| | |

[ | |
Tn—1 I'n Tnt1

. S
h

Figura 1.4: Corda vibrante como um sistema discreto de massas
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Definimos y,,(t) = u(x,,t), e note que x,41 — , = h, com h = % Se assumirmos
que a corda tem densidade constante, p > 0, é razoavel atribuir a massa de cada particula
como ph. Portanto, pela 27 Lei de Newton, temos F = phy”(t) (Forca que atua sobre a
particula y,,). Essa forca é devida as duas particulas vizinhas (y,_1 € Yni1)-

Observe a ilustracao abaixo:

-
Figura 1.5: Forcas que atuam sobre a particula v,
Assumamos que a8 (forga a direita da particula) é proporcional a
Yn+1 — Un _ Yn+1 — Un
Tpi1 — T h
eaF (forga a esquerda da particula) é proporcional a
Yn—1 — Un _ Yn—1 — Un
Tyl — Tn h
assim, podemos escrever:
~ T
F = <E> (Yn—1— Yn)
e
— T
Fy = (E> (Ynt1 — Un),
onde 7 > 0 é a constante da tensao da corda. Portanto,
e T
F=F+F= (ﬁ) (yn+1 + Yn—1 — 2yn)
isto é,
-
Phy,(t) = + [Yn41(t) + Yu-1(t) — 24n(t)] (1.3.1)

h
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Observe que, por um lado temos:

Unt1(t) + Yn—1(t) — 2yn(t) = uw(xy, + b, t) + u(x, — h,t) — 2u(x,, 1)
e por outro lado, sabemos que se F'(x) tem derivada de ordem 2 continua, entao

limF(x+h)+F(a:—h)—2F(x)

h—0 h? - F”(ﬁ)

De fato, note que

F(x+h)—F(z) F(x—h)—F(x)

Flx+h)+ F(x—h)—-2F(x) h - h B
h2 B h B
Fx+h)—F(x) F(x—h)—F(x) F@+h) —-F(x) Fx)—F(x—h)
- +
_ h —h _ h h
h h
Segue que,
F(z+h)— F(x) N F(x) — F(x — h)
im h h _ F(a) - F'(z — h)
h—0 h h
) Fl(a) ~ F(x —h)
. xr)— T — o
. h = (@)
Dividindo (1.3.1) por h e fazendo h tender a 0, obtemos
T
Pu u(xn + hyt) +u(x, — hyt) — 2u(w,, t)
<P oz h?
assim concluimos que
Pu_ o
Porr =~ T ox?
ou
10%u  0u
ot Oxa?

com ¢ = \/E
p

Essa é a equacao da onda (unidimensional), que pode ser escrita como

o _ o
o2 Ox2’
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1.3.2 Solucao da equacao da onda

Resolveremos a equacao da onda tendo como base os conhecimentos de Célculo Dife-
rencial e Integral e de Equagoes diferenciais, mais especificamente utilizando o método

de separacao de variaveis e a equagao que obtemos do movimento harmonico simples.

Seja u(z,0) = p(z) e u(z,t) = p(z)Y(t).

Figura 1.6: Grafico de u(z,t)

) W) ) )
o) o e e

. { ©"(z) — Ap(z) =
P'(t) — Nip(t)

Note que essas equagoes sao do mesmo formato da equagao que obtemos no estudo

—

Sabendo que u(z,t) = ¢(z)Y(t) =

0
0

do MHS. Portanto, se A > 0, entdo (¢t) nao oscila (apenas cresce) quando o tempo

varia. Consideremos \ < 0, assim podemos escrever A = —c?, logo,

¢"(x) — Ap(x) = 0 = p(x) = Acos (cx) + Bsen (cz)

Y (t) — Mb(t) = 0 = 9(t) = Acos (ct) + Bsen (ct)

Como ¢(0) = 0 e p(m) = 0, temos A = 0. Assim, p(z) = Bsen (cz) e p(r) =0
implica Bsen (em) = 0. Logo, B = 0 ou sen (¢m) = 0. B = 0 implica que ¢(z) = 0, Vz,
logo u(z,t) é solugao trivial. Se B # 0, temos Bsen(cm) = 0.

Se ¢ < —1, podemos trocar a constante de modo a supor que ¢ > 1, pois cosseno é uma
funcao par e seno é fmpar.

Portanto, para cada m € Z, m > 1, temos

Un(z,t) = (Ancos(mt) + By,sen(mt)).sen(mzx) (1.3.2)
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é solucao da equagao da onda.

A solucao que obtemos é apenas uma de véarias, e qualquer combinacao linear de
solugoes também serd solucao. Reciprocamente, toda solucao da equacao da onda pode
ser expressa como uma combinacao linear de fungoes desse tipo. Em geral, uma solucao

qualquer da equacao da onda ¢é dada por uma série de Fourier.

1.4 Harmonicos e superposicao de tons

Uma observacao fisica muito interessante é a existéncia de harmonicos, ou sobretons.
Os tons puros sao acompanhados por combinacoes de sons harmonicos que sao os prin-
cipais responsaveis pelo timbre do instrumento. A ideia de combinagao ou sobreposicao
de tons é implementada matematicamente pelo conceito béasico de linearidade.

Com exemplo, fagamos m = 1 em (1.3.2), esse caso corresponde ao tom fundamental
ou primeiro harmonico. Temos U;(z,t) = (Ajcos (t) + Bisen (t)).sen (x). Fazendo
Ay =1e By =0, de modo que U(x,0) = sen (x), obtemos: U;(z,t) = cos (t)sen ().

A figura 1.7 ilustra seu movimento.

Figura 1.7: Gréfico do movimento de cos (t) sen (z)
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Fazendo m = 2 em (1.3.2), obtemos o primeiro sobretom ou segundo harménico.

Temos Us(z,t) = cos (2t) sen (2z). Seu movimento ¢ descrito na figura abaixo:

N N\ /
[ |'Ilr\|||I Iu'lf\l Il' | f
| I| || | i | || II
[ . P [ |
| % = | | = | [ -
[ L7 [ [0 I
|| i "I II ||J l‘ II ) i I|I ||"
I ' N (R I (R
b ST A |I |J ol I i
ATARREAS)
S AT A A A [
o rlm o Ill y b b -
III l \ ! |'| "I I "| i .'I
}.I II" .'|| [ JI| Iy ¢ ||" "II
I| | - | - II |I o I| | ~
| 1 | | |I |
II II II |I || || I| || II
| 1 | 1| \
/ ! J I,u.' \/

Figura 1.8: Grafico do movimento de cos (2t) sen(2z)

Para m > 2, obtem-se outros sobretons ou harmonicos sendo mais altos. Quanto

. ) ) ) 27
mais alto é um harmonico, maior é a frequéncia e menor é o periodo <— .
m



Capitulo

Séries de Fourier

2.1 Introducao

Neste trabalho as séries de Fourier serao utilizadas no desenvolvimento da teoria es-
sencial para a demonstracao do teorema de equidistribuicao de Weyl. Portanto, nosso
objetivo neste capitulo é definir as séries de Fourier, e destacar alguns de seus prin-
cipais resultados, como por exemplo, os coeficientes de Fourier e sua forma complexa.
Assumiremos que tais séries convergem uniformemente, visto que o detalhamento desse
conceito fugiria do nosso escopo. Estudaremos e destacaremos os conceitos de con-
volugoes, niucleos bons e médias de Cesaro, que sao ideias de grande importancia para

o capitulo 3.

2.1.1 Funcoes periédicas

Defini¢ao 2.1 Uma fun¢io f : R — R € periddica de periodo T se f(x +T) = f(x)

para todo x.

Exemplos.
1. A fungao cos (x) é periodica de periodo 27.

2. A fungdo f(z) = = — |z|, onde |z] representa o maior inteiro menor do que ou
igual a x, é periddica de periodo 1. Observacao: Se T' é um periodo para a funcao

f, entao 2T também é um periodo, pois

fle+2T) = f(z+T) = f(x)

20
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Proposicao 2.2 Seja f: R — R uma fungao continua e 2l-periodica, coml € R, [ > 0,

entao

T+l l
[ iwa= [ iy, veer
z—l —1

Demonstragao.

Observe que x + | = = — [ + 2. Assim, o intervalo [x — [, z 4 [] tem comprimento
2. Sejan € Z tal que 2(n— 1)l <z —1 < 2nl, entdo somando 2] obtemos 2nl < z+1 <
2(n+ 1)l Além disso, x =l —2l(n—1) =z —1l—2nl+2l =z —2nl+lex+1—2nl
sao iguais. Isto é, as distancias de x — [ e x + [ aos extremos dos intervalos onde f se
repete sao as mesmas.

Note que,

—1)l

De fato, fazendo z = y — 2/ temos dz = dy, assim

-+l x—I
/ f(y)dy = / F(z+ 2)de
2nl 2

(n—1)1

Como f é 2l—periddica, segue que

-+l r—I
/ f(y)dy = / F(y)dy
2nl 2(n—1)1

" dy = l d 2.1.2
/zl)lf(y)y /lf(y)y (21.2)

(n—

De fato, fazendo z = y — (2n + 1)I, temos dz = dy, assim

/2 "y = / ll [+ 2n + 1))z

(n—1)1

Como f é 2l—periddica, segue que

2nl l
dy = d
[ = [ sty



2.1 Introducao 22

Portanto, segue de (2.1.1) e (2.1.2)

2nl x—I 2nl
= /w_l f(y)dy+/n 1)lf(y)dyz L(n_l)lf(y)dy =

/f

e isso termina a demonstragao. 0]

2.1.2 Convergéncia uniforme

Definigao 2.3 Seja fij f(y)dy uma fungao, com I = [a,b] C R. A sequéncia (fn)n>1 =
(f1, f2, f3,...) € chamada sequéncia de fungoes. Dado xy € I, obtemos uma sequéncia
numérica (fn(xo))n>1. Suponha que, VY € I, a sequéncia numérica (f,(z)),>1 convirja.

Entao € possivel definir uma funcao f : I — R, dada por

f(z) = lim f(),

Vxo € I. Neste caso, dizemos que f, converge simplesmente (ou ponto-a-ponto) para f

em I.

Defini¢ao 2.4 Dada uma sequéncia de funcgoes (fn)n>1 € fn: I — R, com I = [a,b] C
R,Vn>1.8e f:1— R € tal que, dado € > 0, existe N > 1 com

n=N=|fulz) - fz) |<e,
Vo € I. Dizemos que f, converge uniformemente para f em I.

Propriedades. Sejam f, : [a,b] = Re f:[a,b] = R. Se f, — [ uniformemente,

entao:

1. f, continua, Vn > 1 = f é continua.

n—0o0

2. lim fndx—/ flx
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2.2 Propriedades das séries de Fourier

Definicao 2.5 Seja f uma funcao periodica de periodo 27 e integrdvel sobre o intervalo

[—m, 7| en € N. A série de Fourier de f é a série trigonométrica

= 50 g ancos (nx) + bysen (nx)]

2.2.1 Coeficientes de Fourier

Se uma funcao f(x) for expressa como série de Fourier, isto é,

oo

=9, Z a,cos (nz) + bysen (nx)] (2.2.1)

2 =1
é importante determinar ag, a,, e b, que sao chamados coeficientes de Fourier.
Suponhamos que (2.2.1) converge uniformemente, entdo f é continua (logo, é in-
tegravel) e periddica de periodo 27, pois é periodo fundamental de cos (nz) e é periodo

de todas as outras funcoes que aparecem na série.

e Determinando ag:

Como a convergéncia é uniforme, podemos integrar (2.2.1), temos entao:

/: f(z)dx = % /: dr + g:l [an /: cos (nx)dz + b, /: sen (mc)dm] =

éaozi/wf(x)dx

—T

Para determinarmos os demais coeficientes, exploramos a mesma ideia e usamos as

relacoes de ortogonalidade:

/ cos (nx)sen (nx)dr =0, se n,m >1

—T

4 0, se n#m, n,m>1
cos (nx)cos (mzx)dr =
m, se n=m2>1

—T
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T 0 >1
/ sen (nx)sen (mx)dx—{ , se mFm mm2

T, se n=m2>1

—T

e Se multiplicarmos (2.2.1) por cos (mz), e integrarmos, obtemos:

/_: f(z)cos (mz)dr = a,,m

e De forma anéloga, se multiplicarmos (2.2.1) por sen (mz), e integrarmos, obtemos:

/ () sen (mz)dx = b

Portanto,
1 K
an = —/ f(x)cos (nx)dxr, n >0
™ —T
e
1 Tf
b, = — f(z)sen (nz)dx, n > 1
™ —T

2.2.2 Forma complexa da série de Fourier

A forma complexa da série de Fourier de uma funcao periédica f pode ser obtida a

partir da féormula de Euler que vimos na secao 1.2.

Sejam
e = cos 0 +isen 0 (2.2.2)
e
e " = cos @ —isen 0 (2.2.3)
Somando (2.2.2) e (2.2.3), tem-se
0 —if
cos 0 = % (2.2.4)

e subtraindo (2.2.2) e (2.2.3), tem-se

senf =" (2.2.5)

Assim,
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an nx —inx bn inT —inT
=5 (6 +e ) + 5 (6’ —€ ) =

. Qn 4 b” znx+ Qn 4 b” —ine
2 T9i)° 2 T9i)°

n bn
Fazendo ¢, = (% + 2—), obtemos que:
1

a,cos (nx) + bysen (nx)

Cp = % (an — ib,) = % </_: f(z)cos (nx)dr — Z/—Z f(z)sen (m:)dq;)
217T f( ) (cos (nx) —isen (nx))dr = % /7r Fl@)e ™ dz

Temos também que,
1 ™
= — d
- [ @

o0

f(CC): Z Cnein.t,

n=-—00
com

Logo,

(2.2.6)

1 .
¢, = %/_7r f(z)e™"™*dx, onde n €7

E (2.2.6) ¢ a forma complexa da série de Fourier

2.3 Convolucao

Definicao 2.6 Dadas duas fungoes f : R — R e g : R — R, periodicas, de periodo 2w

e integraveis, a convolugao de f e g € a funcao f x g : [—m, 7] = R, dada por

(f*g)(x 27r/ fWg(x—y (2.3.1)

Como f e g sao integraveis, f(y)g(x—y) é integravel e a expressao em (2.3.1) faz sentido

Além disso, é possivel fazer uma mudanga de varidvel em (1) de modo a se obter

(f * 9)( / flz— (2.3.2)

Observacoes:
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(1) Convolugoes sao “médias ponderadas”. Por exemplo: se g = 1, em (2.3.1), entao

(f*g)(x (/ f(y)dy,
pode ser interpretado como o valor médio de f sobre o circulo.

(2) A convolugao f * g desempenha um papel semelhante, e de certa forma substitui
o produto f(z)g(z).

Definicao 2.7 Um polinomio trigonométrico é uma soma dada por

2minx

§2(7e (2.3.3)

n=—oo

Onde C,, € C e C,, =0 paran >> 0 (lé-se: n suficientemente grande), isto €, uma série

trigonométrica que envolve um niumero finito de termos nao-nulos.

Todo polinomio trigométrico é combinacao linear de um nimero finito de funcoes

pertencentes ao conjunto {1, e*™@ elmz  e2minr 1

A importancia da convolucao em nosso contexto é a consequéncia do seguinte fato:

Se Sn(f E f )e'™ ¢ a soma parcial da série de Fourier de f, ou seja,

¢ um polinomio trlgonometrlco de grau N de f, onde f(n) é o n-ésimo coeficiente de

Fourier de f, ou seja, f = — f f(y)e™dy, entao:

Sn(f)(z) = (2#/ fy mydy) — % /_: f(y) ( :i e’in(zy)) dy =

= (f * Dn)(x).

Onde Dy é chamado de N-ésimo Niicleo de Dirichlet! dado por:

Assim, entender o comportamento de Sy(f) é equivalente a entender o comporta-
mento de f *x Dy.

Vejamos algumas propriedades:

!Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet foi um matemético alemio nasceu na cidade de Diiren em

13 de fevereiro de 1805 e faleceu em Gottingen no dia 5 de maio de 1859.
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Proposicao 2.8 Suponha que f, g e h sao funcoes periddicas integraveis de periodo
2m. Entao:

(i) fx(g+h)=(f*g)+(f*h)

(ii) (cf)xg=c(f*g)=[x(cg), VceC
(iii) fxg=gxf

(i) (f*g)xh=fx(g*h)

(v) Fxgn) = f(n)j(n)

Demonstracao.
(i)
(f * (g +h)( / fly —y)+h(z—y)ldy =
3 | 1wty dy+—/ @)@ = y)dy = (f + g)(@) + (f h)(x)

(i
((ef) * 9)() = 5 / cfW)gle —y)dy = e [ lgte vy =

1

=5 f( Jeg(z —y))dy = c(f xg) = f * (cg)

Observacgao: Nos itens (iii) e (iv) serd utilizado o fato de que qualquer intervalo de
integracao abaixo pode ser substituido por outro intervalo de mesmo comprimento,

isso foi demonstrado na proposicao (2.2).

(iii)
7o) =5 [ flugta -
Fazendo y; =z — y, temos y = x — y1, assim dy = —dy;, segue

1

L / T f e — gl (—dy) =

(f*g)(z) = o X

1 T+

= L pe— gt () = /fx—yl) (32)(dy) = (9% f)(2)

27T Tr—T
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(iv)

(e loxm)@) = 5- [ F)lgx e - y)dy =
= % _: f(y) [% /_:g(Z)h(fv—y—z)dZ} dy

Fazendo w = y + 2, temos z = w — y, assim dw = dz, segue

T @rm)a) = o [ 1) [i [ st =it - w)dw] dy =

2 J_. 2 J_.

L[ {i /7r f(y)g(w—y)dy} e —w)dw = ((f * g) * b))

T o |27 )

Fratn =g [ (trawear =g [0 ([ state - py) et -

T o o 2 J_.

1 [ 4 1 [ ,
— —iny . —in(z—y) _
o /_7r fy)e (—% /_Wg(;,; ye dw) dy

Observagao: Se f e g sao continuas entao f * g é continua.

2.4 Ntcleos bons

Definicao 2.9 Seja {K,(x)} —, uma familia de nicleos, onde K,, : [—m,w] — R, VYn >

1, é chamada familia de nicleos bons se satisfaz as sequintes propriedades:

(a) Para todo n > 1,

1 s
) K,(x)dx =1,

(b) Eziste M > 0 tal que, para todo n > 1,

/ﬂ K (2)]de < M

—T
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(¢) Para todo § > 0, tem-se

/ | K, (z)|dz — 0,
o<|z|<m

sen — oQ.

Observacoes:
(1) Se K,(x) >0,Vn > 1, e Vx € [—m, x|, entao (b) serd consequéncia de (a).

(2) Os itens (a) e (c) podem ser interpretados da seguinte forma: cada nicleo K, é
uma distribuicdo de massa ao longo do intervalo [—m, 7| de modo que o total de
massa distribuida seja igual a 1 e, a medida que n cresce a massa fica concentrada

em torno da origem.

Observe:

Figura 2.1: Concentragao de massa em torno da origem

Teorema 2.10 Seja {K,(x)} 7, uma famdia de micleos bons e seja f : [—m, 7] — R

periodica e integrdvel. Entao

lim (f % K,,)(z) = f(2) (2.4.1)

n—oo

sempre que [ € continua em x. Se f é continua em |—m, 7|, entao o limite (2.4.1) é

uniforme, isto €, nao depende de .

Demonstracao.
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f continua em x implica que Ve > 0, 30 > 0, tal que, se |y| < § entao |f(z —y) —

f(y)] < e. Assim, temos:

1 s

(f* ) (@) = fz) = 5 | Kuly)] (@ —y)dy — f(2)

Pelo item (a) da defini¢ao (2.9), segue que

(e Kn)(o) = @) = 5= [ Kal)le =y = Fa) [ Kty
1

:27'('

Assim, pela desigualdade trlangular

K () [f (@ —y) = f(x)] dy

(7 K@) = 1)l = | [ Kt e =) = Sl <
<o [ IEWIE-0) — f@ldy+ o [ Kl -y - @)
T Jlyl<s T Jo<lyl<r

Note que [f(z —y) — f(z)] <& eainda, |f(z —y)— f(z)] < [f(z—y)l+|f(=

B+ B = 2B, pois f é continua sobre [—m, 7].
Segue,

2B
e ) s < o [ty 3

Pelo item (b) da defini¢ao (2.9), temos
B
|(f * K) () = f()] < 2—M+ | Kn(y)|dy
& S<ly|<m

Como

/ Ko(y)ldy < <,
I<y|<m

se n for suficientemente grande.

Assim,

eM B M B
(f * K)(@) — f(z)] < —+—/6<y|<ﬂ|Kn(y)|dy§ (_+_>5

- 27

M B
Fazendo ¢ := (— + —) , finalmente,
2rom
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|(f * K)(z) — f(z)] < Ce,

para n suficientemente grande.

Como ¢ > 0, temos
Jim (/% K,)(x) = f(2).

Se f é continua em [—m, 7], entdo d > 0 pode ser escolhido independentemente de x.
Logo, o limite é uniforme (isto é, ndo depende de x).
O

Observagao: Vimos que Sy(f)(z) = (f * Dy)(z), onde Dy é o Niicleo de Diri-
chlet dado por:

n=—N
Assim, é natural perguntarmos se Dy é um ntcleo bom. O seguinte lema nos ga-

rantird que o Nicleo de Dirichlet nao é um nicleo bom.

Lema 2.11 O Nuicleo de Dirichlet pode ser expresso como

oy <N+ %) v

o

e nao é um nucleo bom.

Demonstragao:
N
e Como Dy(z) = Z e seja w := . Entdo,
n=—N
N
Dy(x)= Y w'=wV+w ™+ 4oV =0N1+w+..  +w?)
n=—N

Note que os termos entre parénteses formam a soma dos termos de uma P.G, assim

DN(SC) =

1
N (szH _ 1) W+ _ - N w—§<wN+l _ wa)
w _

w—1



2.4 Niicleos bons 32

WwN+s _ (,N-3
W2 —w N 2i
- 1 N 1 _1
w2 —w 2 w?2 —Ww 2
21
o0 _ —if
Sabemos por (2.2.5) que sen § = ST assim;
i
(v3)
sen ( N + 3]
Dn(z) = (2.4.2)

e

e Mostremos agora que Dy(z) ndo é um nicleo bom. Suponhamos Dy(z) seja um

nicleo bom, isto é, devera satisfazer as trés propriedades da definigao 2.9.

(1) Temos que
N
DN(JJ) _ Z eine _ eszac_'_. e ity ._i_eszm _ 1+Z(ezn:p+efmx)
n=1

Por (2.2.4), segue que

Dy(z) =1+ Z 2cos (nx) (2.4.3)

n=1

Aplicando a integral em (2.4.3), obtemos

™ s T N N T
Dy (z)dz = / dx + / Z 2cos (nx)dr =21 + QZ/ cos (nx)dr =
—7 -7 T on=1 n=17/-7

N T=T
1
T+ ;nsen(m:)]_ T+ 0,
Logo,
1 ™
Py /7T Dy(x)dx =1, (2.4.4)

isto é, satisfaz a propriedade (a) da definicao 2.9.
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sen (t)  sen (t) —0
t t=0

(2) Sabemos pelo teorema do valor médio que = cos [, onde

0 < B < t. Logo,

sen (t)
t

‘ = |cos B| < 1= |[sen (t)| < |t], t € R. (2.4.5)

Portanto, por (2.4.5) e (2.4.2), temos

[Dy ()] =

Aplicando a integral, obtemos

™

De (2.4.6) calculemos 2/

—Tr

]

Fazendo uma mudanca de variavel na integral:

1 1 2 .
y—<N—|—§)x:>dy—<N+§)dx:>dx—(2N+1)dy.Dal,

1
~lsen | N+ = |z 2N+ o 2N+1
2/ 2 _2/ 2 |sen y| 2 d—2/ 2 |seny|d
- |z [ 7% 2 N+ 1 7T eyl

2N +1

T senyl N7 Jsen y| 5 Jsen
=2 / dy+/ —dy+/ dy
ey —_— N ||

i |sen y| m g |sen y| :
Facamos k; = dy, ko = dy, e k = k1 + ko, pois seus
) Y Y
—Wm% |y| N |y’
resultados nao influenciarao em nossa conclusao. Agora, observe que:

1
sen (N+§> T

s N
2/ —9 [k+/ Mdy] (2.4.7)
- || |yl
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Note,

N7 |sen y| °T |sen y| 57 |sen y| NT o |sen y|
/ dy:/ dy+/ —dy+...—|—/ Y
Tr |y |yl or Y (N—Dx Yl

E observe ainda que

nmw nm nm 1
/ il y|dy > / feen g1 y‘dy = / — [sen y| dy,
(n—1)m |y| (n—1)x DT (n—1)x N

pois, (n — 1)w <y < nr.

d

Como |[sen y| é periddica entao [(n — 1)m, n7] e [0, 7] tem o mesmo comprimento,

assim,

nm nm ™ 1
(n—1)m Y| (n—)x DT o nm

" |sen y 1 1 |2
—dy = —sen ydy = | ——-cosy = —.
(n—1)= nim o nm nim y=0 nim

Portanto, aplicando (2.4.7) e (2.4.8) em (2.4.6), obtemos

/ |Dn(z)|dz > 2

I N |sen y\d _ ok 11
> |-yl
n=2 (nfl)ﬂ' ™ n—=2 n

Y]
Assim,
N 0
: " : 4 1 4 1
) 1Ptelide 2 Ji (% 3 ;) IR 3F
Mas Z — ¢é divergente (série harmonica).
n=2 n

Concluimos que,

™

lim |Dy(x)|dz = 0o
n—oo J_

(2.4.8)

isto é, nao satisfaz a propriedade (b) da defini¢do 2.9. Assim, o Nicleo de Dirichlet

nao é um nucleo bom.

O
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2.5 Médias de Cesaro

o
Seja g C,, uma série numérica, com C,, € C, Vn > 0. A n-ésima soma parcial é a soma

n=o

n
Sp 1= E C}. Dizemos que a série converge se lim s, = s. O nimero s € C é chamado
n—o0
k=o

limite da série ou soma da série. Quando lim s, = s nao existe, podemos usar
n—oo

uma nog¢ao mais abrangente de convergencia. Por exemplo:

> (D~

k=0

Consideremos a série

suas somas parciais formam a sequéncia {1, 0, 1, 0, 1, ...} . Esta sequéncia nao converge,
oo

logo a série Z(—l)k diverge (no sentido usual). Podemos, no entanto, considerar as

k=o
médias o das somas parciais, da seguinte forma:

So So + S1 1 So + S1 + S2 2
0'1 :—:17 0'2: :—7 0'3:—:—’

2 2 3 3
U_So+81+82+53_1 O__SQ+51+82+53+S4+S5_§
T 4 T2 T 5 5
Temos que,

1
g0 se n=0( mod 2)

n-+1
2n

, se n=1( mod 2)

1 o0
Note que lim o, = —. Portanto, dizemos que E (—1)’“, converge a Cesaro para —.
n—00 2 p 2

=0

Em geral, se (5,)52, ¢ uma sequéncia, podemos considerar {o,,} -, onde

St St S
n n Y

e é chamada sequéncia das médias de Cesaro®. Se a sequéncia {on},2, converge, dizemos

que (S,),—, converge a Cesaro.

2Ernesto Cesaro foi um matemadtico italiano (1859-1906).
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Proposicao 2.12 Se lim s, = s, entdo lim o, = s
n—oo n—oo

Demonstracao.

lim s, = s, significa que, dado ¢ > 0, AN > 1, tal que n > N = |s, — s| < e.

n—oo
Queremos mostrar que para n suficientemente grande, tem-se que |0, — s| — 0. Para

n > N, segue que:

So+S1+ ...+ Sp-1 So+8S1+...+SN-1 SN+ ...+ Sp_1
Op — S = — 8§ = + — s =
n n n

So+S1+...+FSnv_1 E_’_SN—F...—{—Sn_l

B N n n T
So+s1+...+sy-1 N sy+...4+8,-1—ns
= — -
N n n
N — n1—58)—N N N — ne1 —
:Un.—+(SN S)+ ...+ (Sp_1—9) S:Un.——s.—+(SN $)+ ...+ (Sp_1— 9)
n n n n n

Assim,

(s = 8)[+ -+ |(sn1 = 5)|

N N
|on = 8| < fon|.— + [s].— +
n n

Comon > N = |s, — s| < . E o tltimo membro do lado direito tem n — N termos,

entao

N N n-—N N N
lon, — s| < |on|.— + |s].— + E=loy|.—+e——
n n n n

Portanto, |o,|. & — 0o e ¥.e = 0, quando n — 0. Logo, |o, — s| — 0.

Como queriamos demonstrar. O



Capitulo

Teorema de Fejér

Neste capitulo definiremos os nicleos de Fejér!, e provaremos que formam uma familia
de ntucleos bons. Demonstraremos o importante teorema de Fejér que fornecera o se-
guinte corolario: Uma fungao continua f : [—7, 7] — R pode ser uniformemente apro-
ximada por polinomios trigonométricos. Essa consequéncia é essencial para a demons-

tracao do teorema de equidistribuicao de Weyl.

3.1 Nucleo de Fejér

Definicao 3.1 Seja D, (z) = Z e'** o niicleo de Dirichlet e
k=—n

Su(f)(@) = > exe™ = (f % Dy)(x)

k=—n
1 [7 ,
um polinomio trigonométrico de grau n, onde ¢ = 2—/ f(y)e ™dy. Seja
7T —T

ON — )
n

a n-ésima média de Cesaro da série de Fourier, temos
D . Dy_
o f(z) = (f * Do)(x) + ...+ (f * Dna1)()

N
pela linearidade da convolucao. F

= (f* Fx)(x)

P () = Do(z) + . .].v—i- DN—1(x)7

que € a média de Cesaro do nicleo de Dirichlet, ¢ chamado de Nicleo de Fejér.

'Nome dado em homenagem ao matematico hingaro Lip6t Fejér (1880-1959)

37
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Lema 3.2 O Nucleo de Fejér pode ser expresso como

) (Nx)
1 %"\
Fy(z) = =—————~%
N 2 (f)
sen
2

e é um nicleo bom.
Demonstracao.
e Sabemos pela definicao 3.1 que

N—-1 n
NFN:DO(:L')+---+DN—1:Z Zek

n=0 k=—n

Fazendo w = e, segue

n N-1
NFy(z ZZ IZ THwT e w0 W) =

n=0 k=—n n=0

N-1
:Zw*”(1+w+...+w2n)

n=

Note que os termos em parénteses formam a soma dos termos de uma P.G, assim

N-1 2n+1 -1 N-1 wn+1 —wun 1 N-1 N-1
o o n+1 -n| _
NFy(x Zw < 1 ) —Z 1~ oo W' — w =

n=0 n=0 n=0 n=0
1 1 1
:—{(w—i—wQ—i—...—i—wN)—(l—i———l—. ]
w—1 w
1 Nl N-2
= w(1+w+...+wN*1)— tw T twd
w—1 w — 1

Novamente os termos entre parénteses formam a soma dos termos de um P.G,

segue

NFN(ZL‘) =

w—1  WwN-1 y—1

1 wN —1 1 WV -1 wN —1 1
= w —
w—1
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:wN—l wN—1 1 (wN—l)Q_ N

(w—1)" w1 WwNU (1) (w—1)?

0 _ =it
Sabemos por (2.2.5) que sen 0 = ST assim;
i

) (Nx)

sen 2 [ —

F(a) = 2

v(z) = —— N2 7

N sen 2 <g>

e Mostremos agora que Fy(z) é um nicleo bom, isto é, satisfaz as trés propriedades
da definicao 2.9.

(1) Temos que

1 T 1 T D0<ZL‘)+—|—DN_1({L') 1 /ﬂ—
2 ) . n(z)de 2m /7r N YT N —~ ) n(@)d
1 [7 .
Sabemos por (2.4.4) que 2—/ Dy(z)dz =1, assim
™ —T
! FF()d— 1(]\72)—1
2m ,ﬂNx x_27rN =
Logo, satisfaz a propriedade (a) da defini¢ao 2.9.
N
(3]
(2) Como Fy(z) = —w———73x— > 0Vo € [-m,7],x # 0. Assim, |Fy(z)| = Fn().
N sen 2 (—)
2
Dad,
/ |FN(z)|dx:/ Fn(z)dz = 2m.

Dessa forma, existe M = 27 + 1 tal que
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/ Fy(z)de < M
Logo, satisfaz a propriedade (b) da definigao 2.9.

(3) Uma vez que, para § < |z| < 7, temos sen ° <§) > ¢5 > 0. Segue

9 Nzx
sen —
2
<

1 1 1 11
[Py (7)| = Fy(z) = NW Nm < Nop
2 2
Assim,
/ |FN(:13)|d:L‘:/ L—>O,
s<e|<n s<fel<n NV Cs
se N = o0

Concluimos que os Niicleos de Fejér formam uma familia de nicleos bons.

3.1.1 Teorema de Fejér

Teorema 3.3 Se f ¢ integrdavel em |—m, 7|, entdo a série de Fourier de f é somdvel
a Cesaro para f em todo ponto onde f € continua. Além disso, se f € continua em

[—7, 7|, entao a série de Fourier de f € uniformemente somdvel a Cesaro para f.

Demonstragao.

Aplicando o Teorema 2.10 nos nicleos de Fejér, temos que

lim (f + F)(x) = f(x),

Conclui-se que f é uniformente somavel a Cesaro.
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Coroléario 3.4 Uma func¢ao continua f : [—7, 7] — R pode ser uniformemente aproxi-

mada por polinomios trigonométricos.

Demonstracao.
Pelo teorema temos que oy (f) — f e on(f) é um polindmio trigonométrico, pois é
soma (média) de polindmios trigonométricos.

0

Isto significa que se f é continua em [—7, 7] com f(—m) = f(7) e € > 0, entdo existe

um polinomio trigonométrico P tal que

|f(z) — P(x)] < ¢,

para todo —7m < x < 7.



Capitulo

Teorema de Equidistribuicao de Weyl

4.1 Introducao

Agora utilizaremos as ideias vistas nos capitulos anteriores a fim de tratar um pro-
blema envolvendo nuimeros irracionais. Mais especificamente, podemos chamar de pro-
priedade da equidistributividade dos nimeros irracionais. Comecamos com uma dis-

cussao sobre conceitos importantes para compreender nosso principal teorema.

4.1.1 Conceitos importantes

Seja x um numero real, denotamos por |x| como sendo o maior inteiro menor do que
ou igual a x e chamamos parte inteira de x. A parte fracionaria de x é definida por
() = — |z|. Em particular (x) € [0, 1) para todo = € R.

Exemplos:
(1) Seja x =2,7 assim [2,7] =2¢ (2,7) =0,7.
(2) Sendo y = —3,4 temos |—3,4] = —4 e (—3,4) =0,6.

Podemos definir uma relagao em R dizendo que dois niimeros x e y sao equivalentes,

ou congruentes, se x —y € Z. Escrevemos

x =y (modZ) ou x =y (mod 1)

Nao devemos confundir essa definicao com a de congruéncia convencional que es-

tudamos em um primeiro curso de teoria dos numeros. Aqui significa que podemos

42
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identificar dois nimeros reais se a diferenca entre eles for um nimero inteiro. Observe-
mos ainda que qualquer = € R é congruente a um tnico numero em [0, 1) que é mais
precisamente (z) a parte fraciondria de z. Assim, reduzir um nimero real a médulo Z
significa considerarmos apenas sua parte fracionaria.

Seja v # 0 um nimero real e consideremos a sequéncia v, 2y, 37, ... . Podemos nos
perguntar o que acontece com essa sequéncia se exarminarmos a sequéncia das partes

fracionarias, ou seja

(), 27), B, 4y), ..

Facamos algumas observagoes:

(i) Se v é racional, entdo apenas um nimero finito de elementos da sequéncia (n+)

sao distintos.

p ~ . Al
De fato, se v = =, entao os ¢ primeiros termos da sequéncia sao:
q

(-2 ()

A partir do termo g + 1 a sequéncia comegara a se repetir, pois note que

(0e18) -2 2)

(ii) Se y ¢é irracional, entdo os elementos de (ny) sdo todos distintos.

De fato, assumamos que nem todos os elementos sao distintos. Portanto, temos
(n17y) = (ng7y) para algum ny # ngy, entdo nyy — nyy € Z, por isso «y é racional, o

que é uma contradicao, logo todos os elementos sao distintos.

E possivel mostrarmos ainda que se 7 € irracional, entdo (n7y) é denso no intervalo
[0,1), esse resultado foi provado pelo matemédtico alemao Leopold Kronecker (1823 -
1891). Isto significa que para cada subintervalo ndao degenerado (a,b) € [0,1) contera
um elemento da sequéncia (n7y). Esse fato serda obtido como um corolédrio do teorema

de equidistribui¢ao da sequéncia (nvy) .
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Defini¢ao 4.1 Uma sequéncia de nimeros xy,xa, ..., ZTy,... em [0,1) € dita ser equi-

distribuida se para todo intervalo (a,b) C [0,1),

lim #{1<n<N:z, €(ab)}

N—oo N :b—CL

onde #A denota a cardinalidade do conjunto A. Isto significa que para N sufici-
entemente grande, a propor¢do de elementos de x, € (a,b) com n < N ¢ igual ao
comprimento do intervalo (a,b). Em outras palavras, a sequéncia x,, se distribui unifor-

memente em todo subintervalo (a,b) C [0,1).

Vejamos agora o principal teorema deste trabalho.

4.2 Teorema de Equidistribuicao de Weyl

Teorema 4.2 Teorema de Equidistribuicao de Weyl: Se v ¢ irracional, entao a

sequéncia (), (27), (37),... das partes fraciondrias é equidistribuida em [0, 1).

Demonstragao.

De acordo com a defini¢do 4.1 devemos mostrar que fixado (a,b) C [0, 1), teremos

i #{1<n<N:(ny) € (a,b)}

Jim N =b—a.

Como motivagao para a demonstragao vejamos uma ilustracao dos termos da sequéncia

V), (29), (37),...,(Nv) para trés diferentes valores de N quando y = v/2.
N =10
OI Il
N =30
b—H—.—.—.—.—.—H—.—.—..—H—.—.—.—.—.—H—.—.—.—H—.—.‘l
0 1
N =80
Or 1
Figura 4.1: Sequéncia (7), (27), (37),...,(N~) quando v = v/2

Fixemos (a,b) C [0,1) e seja x(p) : [0,1) = {0,1}, onde x(qp)(z) denota a fungao

caracteristica do intervalo (a, b), isto é,
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0, se x ¢ (a,b
(@) = { ¢ (a,b)

1, se z € (a,b)
Podemos extender essa funcao para R por periodicidade (periodo 1), e ainda deno-

taremos essa extensao por x(ap) (), temos entao x4 : R — {0,1} tal que

1, sedn € Z, a+n<zx<b+n
X(ap)(7) = .
0, caso contrario
Isso significa que contar os elementos da sequéncia (n7y) pertencentes a (a,b) é o

mesmo que somar as imagens de x () (7). Ou seja,

#{<n<N:(my) € (a,0)} = Xan(n7)

Note ainda que,

1
/ X(a,b) (*T) =b— a,
0

pois ¢ a drea de um retangulo de lados (b —a) e 1.

Assim, podemos reformular o teorema, e o que devemos provar agora é:

N 1
Jim > X)) = | vanta) (42,1
Isso retira a dificuldade de se trabalhar com partes fracionarias e transfere um pro-
blema de teoria dos ntimeros para um problema de analise.
Agora, faremos uma pausa na demonstragao desse teorema, pois o lema a seguir nos

fornece um importante resultado para solucionar o problema (4.2.1).

Lema 4.3 Seja f : R — R uma funcgao continua periddica de periodo 1, e seja v €
R\ Q. Entdo:
1 !
lim —Zf(ny) :/ f(z)dz (4.2.2)
=1 0

N—ooo N
n

Demonstracao.

A prova desse lema serd dividido em 3 passos.

_ 2minx

Passo 1: Verifiquemos primeiramente a validade de (4.2.2) quando f(z) = f,(z) = e :

com n > 0, isto é, tem-se (1, et eimiv pbmix ) .
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e Sen =0, entao f,(z) = fo(x) = 1. Nesse caso,
N
1 N
hm—Zf?w lim — 1=1lim —=1

N—oo N—oo

/f dx—/ dz =1

Portanto, para n = 0 vale (4.2.2).

e Sen > 1, entao

! ! 2mine 1 2ring] T=1 1 27
/0 fn(:v)da::/o Ty = —— [T T = —— [ = 1] =0

2mine 2minx

Por outro lado,

N
_ 1 2minky
]&1310—2]”"7 dm v 2

Como v € R\ Q, temos que > pois, se 2™ = 1 = 2™ | € 7, ou seja,

il o que implica v = — € Q, que é uma contradicio.

nk
Seja fr(7) := q, assim f,(kvy) = e2minky — (62’”'“’)}C =¢~, com g # 1.

2minky = e

Segue que,
= = k 2 N 1—qN+1
D k) =) i =g+t ==
k=1 k=1 q
N
1 (11— g
;‘z&%ﬁﬁgf(””—&iﬂw(ﬁql—_q =
n=

Passo 2: Se f e g satisfazem (4.2.2), entdo af + Sg também satisfazem (4.2.2).

De fato,
1 & 1 & 1 &
Aim E (af +Bg)(ny) = o lim Ez (ny) + 5 lim n§:1g(n

—a/ f(x d:z:‘—l—ﬁ/ d:c—/l(af—l-ﬁg)(x)d:c

Vimos pela definigao (2.7) que todo polindomio trigonométrico é combinagao linear

de um numero finito de fungoes do conjunto (1 gimiv gimiz omiv ) )

Assim, pelo Passo 1, todos os elementos do conjunto acima satisfazem (4.2.2).

Pelo Passo 2, todos os polinémios trigonométricos satisfazem (4.2.2).
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Passo 3: Seja € > 0. Dada f : R — R uma funcao continua periédica de periodo 1, existe
o (o £
um polinémio trigonométrico P(z) tal que sup.cr|f(x) — P(z)| < 3 Isto se

justifica pelo corolario (3.4) do capitulo anterior.

Como os polinomios trigométricos satisfazem (4.2.2), existe N >> 0 tal que

N 1
1 3
~ ;P(m) - /0 P(r)dz| < 3 (4.2.3)
N 1
Assim, devemos mostrar S Z f(ny) — / flx)dx| <e
7 N n=1 0 .

Logo, pelo passos 1, 2 e por (4.2.3) e utilizando a desigualdade triangular, conclui-

se
1 & 1
il _ del =
N;f(m) /O f(x)dz
1 N 1 N 1 N 1 1 1
N vt —» P(ny)— | P(a)d P(z)dx — d
N;ﬂnﬂ N; (ny) + N; (ny) /0 (x) x—i—/o (x)dx /o f(x)dx
1 N 1 N 1 1
< N;f(m) — P(ny)| + N;P(M) —/O P(x)dz|+ /0 Plz) — f(z)dz| <
€ € €
< g + g + g =€
Como queriamos demonstrar.
O

Agora podemos finalizar a prova do teorema. Para isso, basta escolhermos duas
fungoes continuas ff : R — R e fo : R — R de perfodo 1 que aproximem X () (2)
sobre [0,1) por baixo e por cima, e ainda fI e f- sdo limitadas por 1 e coincidem com

X(a,p) (%) exceto em intervalos de comprimento total 2¢, como mostra a figura seguinte:

<
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0 1
Figura 4.2: Aproximagoes de X (4,4)(7)
Em particular, temos
F7(8) < v (@) < fH (@), Vo R (42.4)
1
/ fo(z)de >b—a—2¢ (4.2.5)
0
© 1
/ fH(x)de <b—a+2e (4.2.6)
0

1 1
De fato, observe que, / fo(z)dx e / [ (z)dz sdo 4reas de trapézios como mostra
0 0

a figura 4.2. Assim, segue

1
1
/ f;(x)dx:E(b—a—kb—e—a—s):b—a—EZb—a—Qs
0

1
1
/ fj(x)dx:§(b—|—€—a+€+b—a):b—a+€§b—a—|—2€
0

N
1
Agora, fazendo Sy = i Z X(a,p) (1Y), obtemos da expressao (4.2.4)

n=1

N N
1 1
im — - < li < lim — * 2.
Jm g:l fe(y) < lim Sy < lim g:l J& () (4.2.7)

Pelo lema 4.3 e por (4.2.5) e (4.2.6) resulta que

1« !
lim — Zfs_(n’y) = / fo(z)de >b—a—2¢
=1 0

Nooco N
n
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1« !
lim —Zf;’(ny):/ [ (z)dr <b—a+2e
=1 0

N—ooo N
n

Assim, de (4.2.7) temos

b—a—2e< lim Sy <b—a+2¢
N—oo

Como isso é valido para todo € > 0, concluimos que

N 1
. 1
dm oy S xnm) =00 = [ (o

o que completa a demonstragao do Teorema de Equidistribuicao de Weyl.
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